Colle 22 Lycée Chateaubriand MP1
Intégrales dépendant d’un paramétre 29/03/2013

Colle 1

Exercice 1 :

2
a) Calculer f(x) = / t* dt pour tout = € R.
1

2
b) En étudiant la dérivabilité de f, en déduire la valeur de h(z) = / t*1In(t) dt.
1

Exercice 2 :
e_(xt)g
1+ t2

a) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction F.

+o00
Soit la fonction F' : z — / dt.
0

b) Etudier la continuité de la fonction F' sur son ensemble de définition.

c¢) Calculer les limites éventuelles de la fonction F' aux bornes de son ensemble de définition.
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Colle 2

Exercice 1 :

a) Déterminer le domaine de définition de la fonction :

+00 o3
frx— / w{t dt.
0

b) Etudier la continuité de la fonction f.
¢) Etudier la dérivabilité de la fonction f.

d) En déduire la valeur de f.

Exercice 2 :

+oo e—xt
Soit F: x> / dt.
1 Vitz —1

a) Démontrer que la fonction F' est définie sur R*.

b) Démontrer que la fonction F' est continue sur RY.
c) Démontrer que la fonction F' est dérivable sur R* .

d) Déterminer la limite de F' quand x tend vers +o0.

2/77



Colle 22 Lycée Chateaubriand MP1
Intégrales dépendant d’un paramétre 29/03/2013

Colle 3

Exercice 1 :

a) Etudier le domaine de définition de la fonction f définie par :

+oo —t _ _—ut
ﬁxH/ £ T
; /

b) Etudier la dérivabilité de la fonction f.
¢) Etudier la valeur de f.

Exercice 2 :

1
SoitF:xl—>/
0

a) Déterminer 'ensemble de définition de la fonction F.

t

—1
t* dt.
Int

b) Etudier la continuité de F sur son ensemble de définition.
c) Etudier la dérivabilité de I’ sur son ensemble de définition.

d) Calculer la valeur de F.
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Colle 4

Exercice 1 :

—t
Soit la fonction f : z — / m dt.
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.
¢) Etudier la dérivabilité de f sur son domaine de définition.
C

d)

Exercice 2 :

alculer des équivalents de f aux bornes de son domaine de définition.

+oo
Montrer que la fonction F' définie par F'(z) = / e~ dt est de classe C! sur R et étudier son
x

comportement au voisinage de —oo et +00.
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Colle 5

Exercice 1 :
Soit f une fonction réelle de classe C! sur [0, 1]. Pour tout entier naturel n, on note
1
L) = [ ")
0

a) Déterminer la limite de la suite (I,,).

b) Quelle est la limite de la suite (nl,)? En déduire un équivalent de I,, si f(1) # 0.

1
¢) Soit I,, = / (In(1 4 z))" dz. Déterminer un équivalent de (1,,) lorsque n tend vers +oo.
0

Exercice 2 :

Pour tout £ > 0, on pose

[@%:A%wzfii—dx

23 +1)3

Déterminer un équivalent de I(t) lorsque ¢ tend vers 0.

5/77
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Colle 6

Exercice 1 :

sin(nx)

—+oo
Trouver un équivalent simmple de I, =
4 P " /0 1+ nta3

Exercice 2 :

x2
Donner un équivalent en 400 de f : x +— / Vite tdt.
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Colle 7

Exercice 1 :

—x2(1+t2)

1
a) Etudier la dérivabilité de la fonction f : z / 617 dt.
0

x
b) Trouver une relation entre la fonction f et la fonction h : x +— / e du.
0

400
c¢) En déduire la valeur de / e du.
0

Exercice 2 :

1
Donner un équivalent lorsque t — 400 de I(t) = / cos ze' “OhT dy,
0
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Colle 8

Exercice 1 :

Soit f : R — C continue et intégrable sur R. On pose f : z —» /+<><> e f(t) dt

a) Démontrer que f est définie, continue et bornée sur R. -

b) On considére maintenant la fonction f : ¢ — e%ﬁ. Montrer que f est de classe C* sur R.
c) Calculer f’. En déduire la valeur de f

Exercice 2 :

Soit a € R et b €]a, +00[U+00. Soit f et g deux applications continues par morceaux sur [a, b| &
valeurs strictement positives.

) On suppose que g est intégrable sur [a, b[. Montrer que la relation f ~9 entraine
T—r

U/‘jf dtmt;)j/ g(t) dt.

) On suppose que g n’est pas intégrable sur [a, b[. Montrer que la relation f ~ ¢ entraine

/ o ~, [ st
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Colle 9

Exercice 1 :

—+o0o
Soit la fonction I' : z +— / e~ tr 1 de.
0

a) Démontrer que la fonction I" est bien définie sur ]0, +o0].
b) Démontrer que la fonction I' est continue sur ]0, +o00].

c¢) Démontrer que la fonction I' est de classe C* sur |0, +o0o[ et que :

“+o00
Vk € N, T%(z) = / (Int)re~t" 1 dt.
0

d) En déduire que la fonction I' est convexe sur |0, +00].
e) Démontrer que, pour tout x €0, +oo[, I'(x + 1) = zI'(x).
f) En déduire que, pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.

g) Démontrer que I'(1/2) = /7. (On pourra utiliser sans démonstration la valeur de U'intégrale de
+oo
Gauss : / e du = ﬁ)
0

2

Exercice 2 :

On considére le logarithme intégral, qui est I'application définie par

T
Vo > 2, Li = ——dt
T > i(x) /2 ™)

Pour n € N*, donner un développement asymptotique de Li(z) a n termes lorsque x tend vers +oo.
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