Colles 8 février 2013 Lycée Chateaubriand
Espaces préhilbertiens (2) MP1

Colle 1

Exercice 1 :
Soit A € M,,(R). Montrer que "AA € S (R) et que "AA € ST (R) si et seulement si A € Gl,,(R).
Exercice 2 :

La forme quadratique suivante : ¢ : M, (R) — R, A — (trA)? est-elle non dégénérée ? Déterminer
son rang.

Colle 2

Exercice 1 :

Soit M € S, (R). Montrer que M € S;F(R) si et seulement si toutes les valeurs propres de M sont
positives. Montrer de plus que M € ST (R) si et seulement si toutes les valeurs propres de M sont
strictement positives.

Exercice 2 :

La forme quadratique suivante : ¢ : R* — R, (2,1, 2,t) — 2y + yz + 2t + tz est-elle non dégénérée ?
Déterminer son rang.

Colle 3

Exercice 1 :
Soit A € M, (R) telle que Sp(*AA — A'A) C R*. Montrer que 'AA = A'A.
Exercice 2 :

Déterminer le rang de la forme quadratique suivante : ¢ : R®* — R, (z,y, z,t) — 2% — 2y + 2y + y=2.
Est-elle non dégénérée ?
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Colle 4

Exercice 1 :
Quelles sont les matrices A € M,,(R) vérifiant A'’AA =1,,7
Exercice 2 : (Une inégalité)

Soit A € ST (R) et B € S (R), montrer qu’il existe : A € ST (R) telle que A% = A~
Veérifier que : M = ABA € SF(R), puis montrer que : [det(l,, + M)]# > 1+ [det(M)]5.

En déduire que : [det(A + B)]» > [det(A)]x[det(B)]x.

Colle 5

Exercice 1 :

Soit M, N € S§;(R). Montrer que 0 < tr(MN) < tr(M)tr(N).

Exercice 2 : (Norme subordonnée a la norme euclidienne dans M,,(R))

On note || - ||2 la norme (sur M,,(R)) subordonnée a la norme euclidienne usuelle sur R (notée
J\‘/[.o‘r‘l)threr que VA € My (R), [|Alls = \/p(PAA), ot VM € Mo(R), p(M) = sup{|\|, A € Sp(A)}.

Colle 6

Exercice 1 :

Soit A € §,(R) de valeurs propres Aj, ..., An telles que A\; < ... < An.

a) Montrer que pour tout XR™, A\ ||X[]* <! XAX <\, [ X

. . ) . . tXAX o tXAX
b) En déduire que : A\, = cdn et A, = X oy TXTE -

Exercice 2 : (Décomposition polaire)

a) Soit A € S (R), monter qu'il existe une unique matrice S € S (R) telle que S* = A.

b) Soit alors M € Gl,,(R), montrer qu’il existe un unique couple (2, 5) € O,(R) x ST (R) tel que
M =QS.
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Colle 7

Exercice 1 :

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme autoadjoint. Montrer qu’alors il existe une base
de vecteur propre pour f et que de plus ses valeurs propres sont réelles.

Colle 8

Exercice 1 :

Soit E un espace euclidien et f et g deux endomorphismes autoadjoints qui commutent. Montrer
que f et g sont diagonalisables dans une base commune de vecteurs propres orthonormés.

Colle 9

Exercice 1 :

Soit E un espace euclidien et u € L(E) une isométrie. Montrer qu'il existe une base orthonormale
B de E dans laquelle la matrice de u a la forme par blocs

R(01) (0)

Mat(u, B) = ;

ol pour tout j, ¢; € {—1,1} et pour tout ,

cosf; sinb;
—sinf; cosb;

(o) = ( ) € M)

avec 0; e R, 0, A0+ km, k € Z.
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